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HELMUT WIELANDT ZUM 90. GEBURTSTAG GEWIDMET
In personlichen Gesprachen hat H. Wielandt immer wieder auf folgen-¨ ¨
des Problem hingewiesen: seien U and V Untergruppen einer Gruppe G;
² g : Žwas folgt fur G, wenn U , V nilpotent ist fur jedes gG? Kosubnor-¨ ¨
 .   ² G:malitat in 5 . Nach Baer 2 ist U nilpotent, wenn U V ist. Wird G¨
von einer Konjugiertenklasse nilpotenter Gruppen U G erzeugt, so daß
² g: g ² g:U, U entweder nilpotent ist oder U and U in U, U konjugiert sind,
so tritt diese Frage fur Untergruppen von G, die von einer Teilmenge von¨
U G erzeugt werden, in naturlicher Weise auf.¨
In dieser Arbeit wird im wesentlichen gezeigt, daß es fur jede Unter-¨
gruppe U eines Systemnormalisators einer endlichen auflosbaren Gruppe¨
G eine pronormale, nilpotente Untergruppe L von G gibt, so daß der
Normalisator N von L in G transitiv auf den Konjugierten von U, die in
N enthalten sind, operiert. Offen bleibt die Frage, ob in dem Falle, daß
U ein Systemnormalisator von G ist, N eine Carter-Gruppe von G ist
Ž  .vgl. 1 .
Fur Induktionszwecke werden die Voraussetzungen abgeschwacht. Zur¨ ¨
Diskussion dieser Voraussetzungen benutzen wir den Begriff der Kosub-
normalitat wieder and wieder.¨
1. VORBEMERKUNGEN UND BEZEICHNUNGEN
Ž .Gruppen sind hier grundsatzlich endlich. Unter  ,  t ,  werden die¨
Formationen der auflosbaren Gruppen, der Gruppen der Nilpotenzlange¨ ¨
 t bzw. der abelschen Gruppen verstanden. Fur eine Gruppe G und eine¨
Formation  sei G N das -Residuum von G.NG , GN

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Ist G auflosbar und  eine Menge paarweise vertauschbarer Sylow-p-¨
Untergruppen von G fur alle Primzahlen p, so heißt  Sylow-Basis von G;¨
 4fur NG sei 	U P	U 
 P  ;  heißt reduzierbar in U, falls¨
Ž .	U eine Sylow-Basis von U ist ‘‘ red U ’’ .
Ist UNG and N und  eine Sylow-Basis von N, die in U
reduzierbar ist, so sei
² g : U  gG 
  red U .Ž .G , N
Ž . Ž .Dann ist  U unabhangig von  definiert. Es folgt  U ¨G , N G
Ž . Ž . Ž . Ž . U ; fur U V U gilt  U  V . Ist U subnor-¨G , N G , N G , N G , N
Ž .mal in G, so ist  U G. Fur MG gilt¨G , N 
 UMM  U  MM.Ž . Ž .GM , M NM G , N
Ž . Ž .Ist G , so sei  U  U .G G , G
Ž .HILFSSATZ 1.1 . Es gelte UG. Dann sind aquialent:¨
Ž .a UG.
Ž . ² G: Ž .b U G und  U G.G
Ž . G Ž .HILFSSATZ 1.2 . Sei UG und VU , V R U . DannG
ist U R  V R.
Ž . Ž .Hilfsatze 1.1 und 1.2 folgen aus einer einfachen Induktion.¨
Ž .U heißt pronormal in G ‘‘U pron G’’ , falls es fur gG ein h¨
² g: g hU, U gibt mit U U .
Ž .HILFSSATZ 1.3 . Fur UG sind aquialent:¨ ¨
Ž .a U pron G.
Ž . Ž . Ž .b  U  U .G G
Ž .c Ist  eine Sylow-Basis on G mit  red U und ist gG mit
 red U g, so ist UU g.
 Zum Beweis sei auf eine einfache Induktion bzw. 3, 1, 6 verwiesen.
Ž . ² g: Ž .LEMMA 1.4 . Ist UG und U, U M fur  U MG,¨ G
so ist gM.
   Beweis. Sei G minimal, so daß die Behauptung falsch ist; sei M
maximal. Dann ist M maximale Untergruppe von G. Sei N minimaler
 4Normalteiler von G. Dann ist N	M 1 . Sei g nm fur nN,¨
g h n Ž .mM mit U MU. Dann ist U M, also U U und n UG
M.
 Ž . ² gFur G , UG und eine Sylow-Basis  sei pro U  U 
¨ G
g: red U .
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Ž .HILFSSATZ 1.5 . Ist UG und  eine Sylow-Basis on G, so ist
 Ž . pro U pronormal in G; ist  ein Epimorhismus on G auf G , so giltG
  
pro U  pro U .Ž . Ž .Ž .G G
Ž . Ž .Ist G auflosbar, G t  t 1 fur ein t and  eine Sylow-¨ ¨
Basis on G, so heißt
 41  F  F    F G ,1 2 t
eine Sylow-Fahne on G, falls
Ž . Ž .1  red F 1 i t undi
Ž . Ž .2 F ist  i -Projektor on F .i i1
 4Dann ist F durch  eindeutig bestimmt und  ist einzige Sylow-Basis, diei
in jedes F reduzierbar ist. Epimorphismen bilden Sylow-Fahnen auf Sylow-i
Fahnen ab.
Es folgt
Ž . Ž . Ž .HILFSSATZ 1.6 . Ist UG , G t  t 1 , so folgen
Ž .  Žm. Ž .a G  F G 1m t .m
Ž .  Žm1. Ž .b G  F  t 1 .m
Ž .c F ist Systemnormalisator on G und Carter-Untergruppe on F .1 2
Ž . ² G: Ž . ² H iŽU .: Ž .Ist UG, so sei H U  U , H U  U . Dann ist H U1 i1 G
Ž . Ž .H U  H U die subnormale Hulle von U in G, von Wielandt¨ i1 i
 mit U bezeichnet 4 .
2. SYSTEMNORMALISIERENDE UNTERGRUPPEN
G sei stets eine endliche Gruppe.
ŽDEFINITION. Sei UG; U heißt systemnormalisierend in G in Zeichen
.U sys G , falls
Ž . ² G:1 U  ,
Ž . ² G: Ž .2 es gibt eine Sylow-Basis  von U mit U  .G
² G:Fur Untergruppen U von Systemnormalisatoren von U gilt U sys G.¨
Ž .LEMMA 2.1 . Sei U sys G. Dann gelten:
Ž .a Ist U SG, so ist U sys S.
Ž . Ž .Gb U sys U .G , ²U :
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² G:  Ž .Beweis. Sei H U , H H . Sei UD  fur eine Sy-¨1 H
² H : ² D:low-Basis  von H. Dann ist HH D und U H U . Es folgt1 1
Ž ² H :. Ž .HU 	 U . Damit ergibt sich a aus einer Induktion uber¨²U :
 G .
Ž .GSei R U . Da  in R reduzierbar ist, folgt UD EG , ²U :
Ž . Ž² R: . Ž .R R	  und U U 	  . Damit gilt b .R ²U :
Bemerkung. Ist D Systemnormalisator von G und DMG,
so muß D kein Systemnormalisator von M sein, auch wenn D die gleiche
 Ordnung wie ein Systemnormalisator von M hat 3, p. 239 .
Ž . ² G:LEMMA 2.2 . Sei UG, U ; es gelte
Ž . ² g h:1 U sys U, U , U fur alle g, hG.¨
Dann ist U systemnormalisierend in G.
² G:Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung; sei H U 
Ž . und  eine Sylow-Basis von H; sei D  und A minimalerH
Ž .  4Normalteiler von G. Dann ist AH und A	D  H  1 . Wir
Ž .konnen U AD wahlen. Naturlich ist H  G .¨ ¨ ¨
Ž .Sei H 2 , also D eine Carter-Gruppe von H. Ware ADH, so¨
Ž . ² W : Ž .ware  AD WG; sei H  U , D  H 	  ; wir konnen¨ ¨G 0 0 H 00
² W ŽD 0 .: UD wahlen; sei D  U  , es folgt HH D und D¨0 1 1 1
Ž . ware in  D D enthalten. Es folgt ADH und AH . Daher¨ H 1
   ist A einziger minimaler Normalteiler von G, und D , A sind teiler-
 4 Ž . Ž .fremd. Damit ist A	U B 1 ; sei U B  U	D . Sei g D .G
² g: Ž . ŽŽ . g a.Dann ist U, U  A. Wegen 1 gilt B U	D fur ein a¨A
² g: Ž² GŽ .:. Ž .U, U . Es folgt B U D , also A  H .A
Ž . Ž .Es folgt H 2 . Sei AO U und U PQ fur QD und¨p
Ž . Ž . Ž .DO U . Es folgt  G O G . Sei TH ein kleinster Normalteilerp p
Ž . Ž .von G mit T und S Syl T ;  sei reduzierbar in S. Sei W S .q G
Ž . Ž .Es folgt G  G W und D 	H	W . Aus AWG wurde¨W
ein Widerspruch folgen.
Also ist G AW, und A ist einziger minimaler Normalteiler von G. Sei
² Ž .: ŽS  X S 
U X . Dann ist S  S; wegen D 	U G U W 	 H
. ² H :W ist S  S. Sei X AS U ASU Y. Ist H Y, so ist H UU U
² x: Ž .und HG; dann gibt es ein xH mit U, U AH, und aus 1 folgte
² Y : Ž .die Behauptung. Also ist YH. Es folgt Y U  D fur D ¨S 0 0
Ž ² Y :.YN 	 U , und U normalisiert keine q-Untergruppe Z mit Z Y,²U :
Z AS .U
² g h: Ž .Wegen S  S gibt es g, hG mit U , U 	 AS AS . Wegen 1U U
² g h:normalisiert U jedoch eine Sylow-q-Untergruppe C von U, U , U . Mit
C	 AS AS folgt ein Widerspruch.U
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DEFINITION. Sei G eine Menge von nilpotenten Untergruppen
Ž .von G. Dann hat  oder U die Transpositions-Eigenschaft in G,
² :falls fur U, V gilt: U, V  und¨
Ž . ² :i U, V  oder
Ž . ²U, V : ²U, V : ² :ii U  V und U sys U, V .
Ž .In Zeichen U tpe G bzw.  tpe G.
Ž . ² G:HILFSSATZ 2.3 . Sei G , UG mit U tpe G. Es gelte G U .
Ž .Ist UM U fur eine maximale Untergruppe M on G, so ist¨G
M  g 4 ²U M :U  U M 
 gG U .
 g 4 ² :Beweis. Sei   U M 
 gG und H  . Behauptet wird,M M
Ž .daß die Elemente von  in H konjugiert sind. Sei H U der kleinsteM M
² :Subnormalteiler von M, der U enthalt: Ist X und ist X, U  ,¨ M
Ž . Ž . ² :so ist XH U wegen ii ; ist X und ist X, U  , so istM M
Ž . Ž .H X  U .M M
Ž . g g Ž . ² g h.Ist  U M und U M, U  U , so ist U , U  fur¨G G
Ž .h U ; es folgt die Behauptung.G
 Sei G minimal, so daß die Behauptung falsch ist. Sei X mitM
H H ² G:X U . Ist G , so ist UG wegen G U . Also ist G.
Ž . ² N : Ž . Ž .Ist G 2 , so ist U  , da sonst  U  U M. DannG M
² M : Ž .ist U  X , und eine Carter-Gruppe von G ware nicht nilpotent.¨G
Ž .Daher ist G 2 . Sei A minimaler Normalteiler von G. Ist AM,
² M : Mso folgt U M und  U . Also ist AM und MA erfullt die¨M
Voraussetzungen in GM. Wir konnen also AU AX annehmen. Es folgt¨
Ž . Ž . Ž . Ž .H U  AH X AHA und daher M A   U . Wegen  UM M M G
Ž . Ž . Ž . ² G:M ist A   U G. Mit X U folgt G U also U G G G
Ž .G wegen 1.1 .
Ž .SATZ 2.4 . Sei U eine p-Untergruppe on G und U habe die
² G:Transpositions-Eigenschaft. Gilt U G, so ist U systemnormalisierend
in G.
Beweis. Sei G kleinstes Gegenbeispiel; sei A minimaler Normalteiler
Ž .von G und  eine Sylow-Basis von G, D  . Dann konnen wir¨G
G  Ž2. ² :U AD wahlen. Sei VU mit VG U. Ist M U, V eine¨
Ž . Ž .maximale Untergruppe von G, so ist M U . Wegen 2.3 gilt dannG
² M :MH  U fur H  U .Ž . ¨M M M
Ž . Ž . Ž .Ist G t  t 1 , so sei P ein N t 1 -Projektor von G; es sei
Ž . Ž .V AP. Ist APG, so sei APM; es folgt G  G  H ; da  HM M
von U normalisiert wird, folgt ein Widerspruch.
BERND FISCHER646
Also ist G AP, und AG Ž t1. ist einziger minimaler Normalteiler
Ž .von G. Es folgt A  G . Sei S minimaler Normalteiler von P und
² :M U, V, S, A . Wir wahlen  mit  red M und  red S. Dann ist¨
Ž . Ž . Ž .S S	H  U , insbesondere SUUS. Da U S , folgt U	M S G
 4A 1 . Naturlich ist U	 A A.¨
Ž . G ² :A ist eine p-Gruppe, T A	U . Ist XU und X, U  ,G
² :so normalisiert U eine p-Hall-Untergruppe Q von X, U ; es folgtX
Q  T. Ist r p eine Primzahl und R eine Sylow-r-Gruppe von G ,X
 4 Ž .so daß AR von U normalisiert wird, so ist R 1 oder  R N fur¨G
Ž .eine maximale Untergruppe N von G mit N U . Es folgt RG
Ž . Ž . A	U . Daher enthalt  A	U eine Hall-p-Gruppe von G and¨G G
 4 Ž .T eine Hall- p, q -Gruppe von G, falls SO P .q
Ž .Sei K A	U eine maximale Untergruppe von G, in die G
Ž . ² K : Ž .reduzierbar ist. Dann ist K U und K U  U . Es folgtG K
² : Ž ² K :. ŽS K , aber S U , da U 	 U . Nun ist U	 A S	K G A
² K :. Ž . gU  Z und K Z . Sei K  K und K K mini-K G K 1 gG 2 1
Ž .maler Normalteiler von GK ; sei B Syl K mit  red B.1 p 2
Da U eine p-Gruppe ist, folgt BG Ž2.. Sei r ein Primteiler von
   Ž2.  U KG G , r p. Da B  B, X K ist, gibt es ein XU , X
Ž . ² : ² :  B , so daß X, U  X, U 	 K durch r teilbar ist; wir wahlen X¨G 2
² :  4so, daß R U, X eine p, r -Gruppe ist. Sei R eine Sylow-r-Untergrup-
² : U Ž .pe von X, U mit R  R. Dann ist R K. Sei B  K	 BU .0 B
y ² y y:Dann ist B  K. Ist y B und R  K , so folgt U , X  K ; da0 0
U y K , gibt es ein h K mit U yU h; dann ist y K. Es folgt B 0
Ž Ž .. R  B	 K .B
² G:Da G U und U tpe G, folgt mit einer einfachen Induktion G
² G ² : : Ž .XU 
 U, X  . Daher ist B  B und K K   GK .0 2 1 1
 4  4BEISPIEL. Sei G  , G    , 1, 2, 3, 4 G 1, 2, 3, 4 . Sei d8 4 2
Ž .Ž .Ž . Ž .Ž .Ž .Ž . ² :G ² :G12 56 78 , t 15 26 37 48 ; D d und T t . Dann haben
D und T die Transpositions-Eigenschaft. Da d nur 3-Zykel und t nur
Doppelzykel invertiert, hat D T die Transpositions-Eigenschaft. D ist
nicht systemnormalisierend.
Es gibt keine auflosbare Gruppe, die von einer Klasse konjugierter¨
 43, 4 -Transpositionen erzeugt X wird und TD als Teilmenge von X
enthalt:¨
Ž .LEMMA 2.5 . Sei UG eine p-Untergruppe mit U sys G und
U tpe G. Ist U VG, so gilt U sys V.
Ž . GBeweis. Sei  die Menge der Paare V, Y mit Y V, YU , so daß
Y nicht systemnormalisierend in V ist.
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Ž . Ž .Ist V, Y  , so ist wegen 2.4
Y V Y HV ŽY . und V Y . xŽ . Ž .V
Ž . ² G:Sei G ein minimales Gegenbeispiel und V, Y . Sei H Y . Ist
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .HH Y , so folgt  Y  Y  Y , also  Y G; dannG G H G G
Ž .folgt mit x die Behauptung. Es folgt
V² :H Y H und H H Y . xxŽ . Ž . Ž .G G
Ž ² V :.VSei  eine Sylow-Basis von G mit  red V. Sei E 	 Y ;²Y :
dann ist Y zu keiner Untergruppe von E in V konjugiert. Sei A minimaler
Ž .Normalteiler von G. Wir konnen dann Y AE annehmen; es folgt  G¨
Ž .O G .p
  ² V : Ž² V :.Sei V minimal. Es ist Y . Sei P Syl Y und P p 0
² x : ² V :Y  P 
 X V . Ist W Y ein Normalteiler von V mit W
Ž .  Ž .     Ž .  Ž . 2 , W , so folgt W P  V  	W und V, Y .V 0 V
Es folgt
² V : ² V :Y  und O Y  1. xxxŽ .Ž .Ž . p
Ž Ž . . Ž . Ž .Sei S Syl  G  S fur eine Primzahl s, so daß S G  G Haupt-¨s
Ž . Ž .faktor von G ist. Dann erfullt zunachst  G SV und dann  S die¨ ¨ G
Ž . Ž .Voraussetzungen, falls G  G SV. Es folgt G  G V; sei S V. Ist
Ž . ² :  4   Ž .Y AS , so ist Y, S 	 A 1 . Da V minimal ist, folgt V	  GV
 A. Sei S . Dann enthalt AV ein U Y G mit SU  S und AY AU.¨
Ž . Ž .  4Es ist A S , also  S  1 . Dann ist A V und V	H ASE.G A
Naturlich ist U sys V, U V Y V.¨
¨3. KONJUGIERTHEIT UND PRONORMALITAT
In diesem Kapitel sei stets: UNG fur N und  eine Sylow-¨
Basis von N mit  red U.
Ž . Ž .LEMMA 3.1 . Sei N 2 , C eine Carter-Gruppe on N und U C.
Dann ist
G ŽC .  x 4U  U  C 
 xG .
Ž . Ž .Beweis. Ist N  G , also N 1 , so ist N C und CG.
 Sei G minimal, so daß die Behauptung falsch ist. Dann gibt es ein
VU G, V C mit VUG ŽC .. Sei M ein minimaler Normalteiler von
Ž .G; es folgt MN  G und wir konnen VMUM annehmen. Dann¨
Ž . Ž .ist MO N   N fur eine Primzahl p.¨p
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Ž . Ž . Ž .Sei PO U und QO C . Dann ist U	Q V	QO U .p p p
g Ž . Ž .Sei VU fur ein gG. Wegen N  N  C konnen wir g  N¨ ¨
Ž g . ² g:annehmen. Es folgt  P  Q, Q ; wegen Q pron N gibt es einN
² g: g h g h1 g 1 Ž .h Q, Q mit Q Q und P  P ; es folgt gh  Q  C.N
 4 Ž . 1 Ž .Daher ist 1  PU P R fur RO U . Wegen gh   N¨ p
folgt R g h
1  R und VU g h1.
Ž . Ž .LEMMA 3.2 . Sei N 2 und U eine systemnormalisierende Unter-
² G: Ž . ² G ŽC .:gruppe on N mit U N; sei U 	N  C. Sei L U .N
Es folgen
Ž . ² g: ga L, U  fur alle gG mit U  L,¨
Ž .b L ist pronormal in G.
² G: Ž .Beweis. C ist eine Carter-Gruppe von N. Wegen N U ist  N 
Ž . Ž . g g Ž .LN und C L  L . Mit U  C folgt U  L undN, N N N
² g : Ž . Ž . Ž .U , L . Mit GN  C folgt  L  L .G G , N G
Ž . Ž . ² G:LEMMA 3.3 . Sei U 	N D und U N. Sei LN
² g : Ž .U D 
 gG und R L . Dann istG , N
R  g 4U  U  R 
 gG .
Ž . Ž .  Beweis. Fur N 2 folgt die Behauptung aus 2.3 . Sei G minimal,¨
Ž .so daß die Behauptung falsch ist. Dann ist N 2 . In der Sylow-Fahne
Ž . Ž  .zu  sei F der  2 -Projektor von F . Dann ist FD. Sei W N 3
² G:  Ž . Ž .D. Wegen N U folgt N . LN und  L W  D H.G , N G
Ž ² H :.In H ist U systemnormalisierend; ist D  	 U , so ist L L0 H 0
² g : Ž . Ž . U D 
 gG und  L  L . Es folgt, daß es ein0 H , H	 N 0 G , N
VU G gibt mit VH und V HU H.
Sei gG mit VU g. Sei g n  h fur hN  Ž2. und n F. Es folgt¨
U nN  Ž2.D	 FD, da U nhN  Ž2.U nN  Ž2. und D eine Carter-
Ž . Ž . n cGruppe von F ist. Wegen 2.2 gibt es ein c D H mit U U .G
Mit hW und U gU ch V folgt ein Widerspruch.
Ž .SATZ 3.4 . Sei U eine systemnormalisierende Untergruppe on G. Dann
gibt es eine Untergruppe L on G mit
Ž . ² g :a L U  L 
 gG  ,
Ž .b L ist pronormal in G,
Ž . Ž .  g Ž .4c  L operiert transiti auf U  L ,G G
Ž . Ž . ² G:d  L enthalt eine Carter-Gruppe on U .¨G
Ž . Ž . Ž .Ferner sind Untergruppen L mit a , b , c in G konjugiert.
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² G:Beweis. Sei N U . Ist N , so sind die Behauptungen trivial.
² g : Ž .Sei also N. Sei L  U D 
 gG fur D 	N . Dann¨0 N
Ž . Ž . Ž .ist R  L   L  D G. Ferner enthalt R jede¨G , N 0 N , N 0 G
Ž . R  g 4nilpotente Gruppe, die L enthalt. Wegen 3.3 ist U  U  R 
 gG .¨0
Ž . Ž .Somit erfullt R alle Voraussetzungen, und mit Induktion folgen a  d¨
Ž . Ž . Ž .fur ein L R. Sei M eine Untergruppe von N, die a , b , c erfullt, fur¨ ¨ ¨
die aber M G  LG gilt. Dann ist M nicht zu einer Untergruppe von R
Ž .konjugiert. Ist  in M reduzierbar, so folgt L  M , also L M0 G 0
Ž .wegen c . Dann ist M R.
Ž .DEFINITION. Die Gruppe L in 3.4 ist eindeutig durch U und ‘‘ red L’’
 Ž . Ž .bestimmt; sie werde mit L U bezeichnet fur systemnormalisierende U .¨G
 Ž .  Ž .Es folgt L U  pro U .G G
DEFINITION. Eine Untergruppe W von G habe die Wielandt-Eigen-
   schaft, wenn gilt: Sind P , . . . , P Sylow-Untergruppen mit Ł P  W und1 t i
² g i :sind g G, so daß P 
 1 i t  V die Ordnung von W hat, so sindi i
 W und V in G konjugiert. Nach Wielandt 6 haben nilpotente Hall-Un-
 tergruppen diese Eigenschaft, nach Alperin 1 gilt sie fur Systemnormal-¨
isatoren auflosbarer Gruppen.¨
Ž .LEMMA 3.5 . Jede systemnormalisierende Untergruppe einer auflosbaren¨
Gruppe hat die Wielandt-Eigenschaft.
 Beweis. Sei U sys G und N sei minimal, so daß es eine Untergruppe V
N N     N Ngibt mit V U aber U  V und P  P fur die Sylow-Untergrup-¨1 2
     pen von U bzw. V mit P  P ; sei V minimal mit diesen Eigen-1 2
schaften.
Dan ist U keine p-Gruppe. Zunachst ist V nilpotent: Ist M minimaler¨
Ž .Normalteiler von N, so konnen wir MUMV annehmen; ist M  N ,¨
Ž .  4so folgt VN; ist M  N , so ist U	M 1  V	M und VU.
Ž . Ž . Ž .Sei M eine p-Gruppe. Dann ist  N O N . Sei P Syl U undp p
Ž . Ž .HO U , sei QO V . Wegen MUMV konnen wir H V an-¨p p
nehmen.
² N : Ž . Ž  Ž ..Es gilt U N; sei UD  . Sei W L P . WegenN N N
Ž .DW und 2.5 erfullt W die Voraussetzungen. Also ist WN und¨
Ž . U Ž . Ž .P  N . Sei T T  Syl N . Da  P eine Hall-p-Untergruppep N
N T Ž .enthalt, folgt P  P ; es folgt N TU. Wegen 2.2 sind P und Q in¨
Ž . H konjugiert.N
Ž .ZUSATZ 3.6 . Sind die Sylow-Untergruppen on V zu Untergruppen on U
konjugiert, so ist V zu einer Untergruppe on U konjugiert, falls V und
U systemnormalisierend in N ist.
Zum Beweis wird U entsprechend verkleinert.
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Ž .Bemerkung 3.7 . Jede nilpotente, pronormale Untergruppe hat die
Wielandt-Eigenschaft.
Ž .SATZ 3.8 . Sei U eine systemnormalisierende Untergruppe on G. Sind
L , L G mit1 2
Ž . ² g :a L  U  L 
 gG  undi i
Ž .b L ist pronormal in G,i
so sind L und L in G konjugiert.1 2
 Ž . Ž . Ž .  Beweis. Sei L  L U ; L erfulle a , b . Sei G minimal mit¨1 G 2
G G Ž .GL  L . Sei M minimaler Normalteiler von G. Dann ist L M 1 2 1
Ž .G Ž .L M und wir wahlen L ML ML . Weiter konnen wir wegen a¨ ¨2 2 1 2
² : Ž Ž .. Ž .L , L  annehmen. Mit 3.4 c folgt ein Widerspruch zu b .1 2
4  Ž Ž .. BEISPIEL. Sei H eine Gruppe der Ordnung 2.3 mit  O H  3,3
² H : Ž . Ž . Ž . Ž .H t fur eine Involution tH,  t  H   H , HW E .¨ H 6
² : Ž .Sei NH H mit H HH . Dann ist U t  z fur eine¨1 2 1 2 H 2
  Ž . Involution zH systemnormalisierend in H  C G, und pro U2 1 2 G
Ž Ž ..² :  O G t, z .3
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